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Àëåêñàíäð Èâàíîâè÷ Ñàáëèí � ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü Ìîñêîâñêîé Ñåëü-

ñêîõîçÿéñòâåííîé Àêàäåìèè èì. Òèìèðÿçåâà, ÷ëåí ðåäàêöèîííîé êîëëåãèè

íàøåãî æóðíàëà. Ïðåäëàãàåìàÿ çàìåòêà ñîäåðæèò êðàòêîå ìîòèâèðîâàííîå

ââåäåíèå â àëãåáðó ëîãèêè âûñêàçûâàíèé. Îíà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà âñåìè

èíòåðåñóþùèìèñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêîé äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî çíàêîìñòâà

ñ ïðåäìåòîì.

1. Ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè è ëîãè÷åñêèå ôîðìóëû

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ââåñòè ëîãè÷åñêèå ôîðìóëû è ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè, ðàññìîòðèì
ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

Çàäà÷à. Èìååòñÿ ñëåäóþùèé îòðûâîê èç ïðîèçâåäåíèÿ Æîðæà Ñèìåíîíà:

�Âåðíóâøèñü äîìîé, Ìåãðý ïîçâîíèë íà íàáåðåæíóþ Îðôåâð.
- Ãîâîðèò Ìåãðý. Åñòü íîâîñòè ?
- Äà, øåô. Ïîñòóïèëè ñîîáùåíèÿ îò èíñïåêòîðîâ. Òîððàíñ óñòàíîâèë, ÷òî åñëè
Ôðàíñóà áûë ïüÿí, òî ëèáî Ýòüåí óáèéöà, ëèáî Ôðàíñóà ëæåò. Æóññüå ñ÷èòàåò,
÷òî èëè Ýòüåí óáèéöà, èëè Ôðàíñóà íå áûë ïüÿí è óáèéñòâî ïðîèçîøëî ïîñëå
ïîëóíî÷è. Èíñïåêòîð Ëþêà ïðîñèë ïåðåäàòü Âàì, ÷òî åñëè óáèéñòâî ïðîèçîøëî
ïîñëå ïîëóíî÷è, òî ëèáî Ýòüåí óáèéöà, ëèáî Ôðàíñóà ëæåò. Çàòåì çâîíèëà...
- Âñå. Ñïàñèáî. Ýòîãî äîñòàòî÷íî. - Êîìèññàð ïîëîæèë òðóáêó. Îí çíàë, ÷òî òðåçâûé
Ôðàíñóà íèêîãäà íå ëæåò. Òåïåðü îí çíàë âñå."
Êàêîé âûâîä ñäåëàë êîìèññàð Ìåãðý ?

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïåðåâåäåì åå íà ÿçûê ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Íåòðóäíî
çàìåòèòü, ÷òî âñå ñîîáùåíèÿ èíñïåêòîðîâ, à òàêæå èìåþùèåñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå
çíàíèÿ êîìèññàðà Ìåãðý, áàçèðóþòñÿ íà ñëåäóþùèõ âûñêàçûâàíèÿõ, êîòîðûå ìû
áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûìè (èëè ïðîñòûìè) âûñêàçûâàíèÿìè:

A = { Ôðàíñóà áûë ïüÿí },

B = { Ýòüåí óáèéöà },

C = { Ôðàíñóà ëæåò },

D = { óáèéñòâî ïðîèçîøëî ïîñëå ïîëóíî÷è }.
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Âñå óòâåðæäåíèÿ èíñïåêòîðîâ ïîëó÷àþòñÿ èç âûñêàçûâàíèé A,B,C,D ñ ïîìîùüþ
äîâîëüíî ñòàíäàðòíûõ ÿçûêîâûõ êîíñòðóêöèé. À èìåííî, åñëè ìû õîòèì ñêàçàòü,
÷òî èñòèííî õîòÿ áû îäíî èç âûñêàçûâàíèé A è B, ìû èñïîëüçóåì ñîþç �èëè åñëè ìû
õîòèì ñêàçàòü, ÷òî îáà âûñêàçûâàíèÿ A è B èñòèííû, ìû èñïîëüçóåì ñîþç �è åñëè
ìû õîòèì ñêàçàòü, ÷òî èç èñòèííîñòè A ñëåäóåò èñòèííîñòü B, òî ìû èñïîëüçóåì
êîíñòðóêöèþ �åñëè A, òî B è íàêîíåö, åñëè ìû õîòèì îáîçíà÷èòü âûñêàçûâàíèå,
êîòîðîå èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ëîæíî, ìû èñïîëüçóåì ÷àñòèöó
�íå". Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýòèõ êîíñòðóêöèé èñïîëüçóþòñÿ
òàê íàçûâàåìûå ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè. Îñíîâíûå ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè ïåðå÷èñëåíû â
ñëåäóþùåé òàáëèöå âìåñòå ñ èõ îáîçíà÷åíèÿìè è íàçâàíèÿìè, ïðèíÿòûìè â ìàòåìàòè÷åñêîé
ëîãèêå:

Êîíñòðóêöèÿ Îáîçíà÷åíèå Íàçâàíèå
A èëè B A ∨B äèçúþíêöèÿ
A è B A&B êîíúþíêöèÿ
åñëè A, òî B A→ B èìïëèêàöèÿ

íå A A îòðèöàíèå

Òàáëèöà 1.

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê ìû ìîæåì çàïèñàòü óòâåðæäåíèÿ
èíñïåêòîðîâ è ïðåäâàðèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ, êîòîðîé ðàñïîëàãàë êîìèññàð, â
âèäå ñëåäóþùèõ ôîðìóë:

X = A→ (B ∨ C),

Y = B ∨ (A&D),

Z = D → (B ∨ C),

T = A→ C.

ÔîðìóëûX, Y, Z, T íàçûâàþòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå ñëîæíûìè âûñêàçûâàíèÿìè.
Ïî ñìûñëó çàäà÷è ýòè âûñêàçûâàíèÿ èñòèííû. Ìîæåì ëè ìû ñäåëàòü èç ýòîãî
âûâîä îá èñòèííîñòè èñõîäíûõ ýëåìåíòàðíûõ âûñêàçûâàíèé? Òî÷íåå, â çàäà÷å íàñ
èíòåðåñóåò âûñêàçûâàíèå B. Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü ïî ðàçíîìó.

Îäèí èç ñïîñîáîâ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïîòåíöèàëüíî êàæäîå ýëåìåíòàðíîå
âûñêàçûâàíèå, âõîäÿùåå â âûñêàçûâàíèÿ X, Y, Z, T , ìîæåò áûòü êàê èñòèííî, òàê
è ëîæíî. Ïðè ýòîì, åñëè ìû ïðèñâîèì ýòè çíà÷åíèÿ (èõ íàçûâàþò èñòèííîñòíûìè
çíà÷åíèÿìè) ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ
è ñàìèõ âûñêàçûâàíèéX, Y, Z, T . Ýòî ìîæíî ñäåëàòü íà îñíîâàíèè òàáëèöû èñòèííîñòè
äëÿ îñíîâíûõ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê :

A B A&B A ∨B A→ B A
è è è è è ë
è ë ë è ë ë
ë è ë è è è
ë ë ë ë è è

Òàáëèöà 2.
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Òàáëèöà 2 ñëåäóåò èç îïèñàííûõ âûøå ñâîéñòâ ÿçûêîâûõ êîíñòðóêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ëîãè÷åñêèì ñâÿçêàì. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå çà îñíîâó áåðåòñÿ ñàìà òàáëèöà 2.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ñïîñîáîâ ïðèñâîèòü èñòèííîñòíûå
çíà÷åíèÿ ÷åòûðåì âûñêàçûâàíèÿìA,B,C,D. À èìåííî, òàêèõ ñïîñîáîâ 16. Äåéñòâèòåëüíî,
åñòü 2 ñïîñîáà ïðèñâîèòü èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé A. Â êàæäîì èç íèõ
èìååòñÿ 2 ñïîñîáà ïðèñâîèòü çíà÷åíèå ïåðåìåííîé B. Âñåãî 4. Â êàæäîì èç ýòèõ 4-õ
åñòü 2 ñïîñîáà ïðèñâîèòü èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé C. Âñåãî 8. Â êàæäîì
èç íèõ åñòü 2 ñïîñîáà ïðèñâîèòü èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé D. Èòîãî 16.

Âûïèøåì âñå 16 ñïîñîáîâ è â êàæäîì èç íèõ íàéäåì èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ
ôîðìóë X, Y, Z, T . Ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ òàáëèöó :

A B C D A→ (B ∨ C) B ∨ (A&D) D → (B ∨ C) A→ C
è è è è è è è è ∗
è è è ë è è è è ∗
è è ë è è è è è ∗
è è ë ë è è è è ∗
è ë è è è ë è è
è ë è ë è ë è è
è ë ë è ë ë ë è
è ë ë ë ë ë è è
ë è è è è è è ë
ë è è ë è è è ë
ë è ë è è è è è ∗
ë è ë ë è è è è ∗
ë ë è è è è è ë
ë ë è ë è ë è ë
ë ë ë è è è ë è
ë ë ë ë è ë è è

Òàáëèöà 3.

Íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ñòðî÷êè â êîòîðûõ âñå ôîðìóëû èñòèííû - îíè ïîìå÷åíû
çíàêîì ∗. Òàêèõ ñòðî÷åê íåñêîëüêî, íî â êàæäîé èç íèõ èíòåðåñóþùåå íàñ âûñêàçûâàíèå
B èñòèííî. Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì ñäåëàòü òîò æå âûâîä, êîòîðûé ñäåëàë êîìèññàð
Ìåãðý : Ýòüåí óáèéöà.

2. Ñâîéñòâà ëîãè÷åñêèõ ôîðìóë

Îïèñàííîå âûøå ðåøåíèå çàäà÷è ïðî êîìèññàðà Ìåãðý îáëàäàåò òåì íåäîñòàòêîì,
÷òî öåëèêîì îñíîâàíî íà ïåðåáîðå. Ïðè ýòîì ÷èñëî ðàññìàòðèâàåìûõ âàðèàíòîâ
ñ ðîñòîì ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ âûñêàçûâàíèé ðàñòåò êàê 2n, ò.å. ýêñïîíåíöèàëüíî.
Ìîæíî ëè áûëî êàê-òî ñîêðàòèòü ïåðåáîð? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ðàññìîòðèì
äðóãîå ðåøåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî ðàçíûå ëîãè÷åñêèå ôîðìóëû ìîãóò ïðèíèìàòü ñîâåðøåííî îäèíàêîâûå
çíà÷åíèÿ ïðè ïðèñâîåíèè âõîäÿùèì â íèõ ïåðåìåííûì ëþáûõ âîçìîæíûõ èñòèííîñòíûõ
çíà÷åíèé. Íàïðèìåð:
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A B A&B A ∨B
è è ë ë
è ë è è
ë è è è
ë ë è è

Òàáëèöà 4.

Â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì ïèñàòü

A&B = A ∨B(I)

è íàçûâàòü ðàâåíñòâî (I) ëîãè÷åñêèì òîæäåñòâîì.
Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ðàâåíñòâî (I) îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè âõîäÿùèå â

íåãî ïðîñòûå âûñêàçûâàíèÿ A è B çàìåíèòü íà ëþáûå ñëîæíûå âûñêàçûâàíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì ëîãè÷åñêèå òîæäåñòâà îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè âíå çàâèñèìîñòè îò
òîãî, ÿâëÿþòñÿ ëè âõîäÿùèå â íèõ âûñêàçûâàíèÿ ïðîñòûìè èëè ñëîæíûìè.

Îäíè ëîãè÷åñêèå òîæäåñòâà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç äðóãèõ. Ïîýòîìó ñðåäè
âñåõ ëîãè÷åñêèõ òîæäåñòâ ìîæíî âûäåëèòü ñïèñîê �îñíîâíûõ"òàêèì îáðàçîì, ÷òî
âñå îñòàëüíûå ìîãóò áûòü èç íèõ ïîëó÷åíû.

Îáû÷íî â ýòîì êà÷åñòâå áåðóò ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

Êîììóòàòèâíîñòü:

1 A&B = B&A,

2 A ∨B = B ∨ A.

Àññîöèàòèâíîñòü:

3. (A&B)&C = A&(B&C),

4. (A ∨B) ∨ C = A ∨ (B ∨ C).

Äèñòðèáóòèâíîñòü:

5. A&(B ∨ C) = (A&B) ∨ (A&C),

6. A ∨ (B&C) = (A ∨B)&(A ∨ C).

Èäåìïîòåíòíîñòü:

7. A&A = A,

8. A ∨ A = A.

Çàêîí ïîãëîùåíèå:

9. A ∨ (A&B) = A,

10. A&(A ∨B) = A.

Èíâîëþòèâíîñòü:

11. A = A.

Çàêîíû äå Ìîðãàíà:

12. A&B = A ∨B,

13. A ∨B = A&B.
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Âñå ïåðå÷èñëåííûå òîæäåñòâà äëÿ âûñêàçûâàíèé ëåãêî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ
òàáëèö èñòèííîñòè. Êðîìå òîãî, íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò áûòü âûâåäåíû èç äðóãèõ.
Íàïðèìåð:

A&(A ∨B) = (5) = (A&A) ∨ (A&B) = (7) = A ∨ (A&B) = (9) = A

Â ñêîáêàõ ìû óêàçûâàåì èñïîëüçóåìûå òîæäåñòâà.
Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà 1 - 13 ÿâëÿþòñÿ àêñèîìàìè áóëåâîé àëãåáðû èëè áóëåâîé

ðåøåòêè. Òî÷íåå, áóëåâîé àëãåáðîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñ äâóìÿ äâóìåñòíûìè
è îäíîé îäíîìåñòíîé îïåðàöèåé, òàêèìè, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà 1 - 13. Òàêèì
îáðàçîì, âûñêàçûâàíèÿ ñ îïåðàöèÿìè êîíúþíêöèè, äèçúþíêöèè è îòðèöàíèÿ îáðàçóþò
áóëåâó àëãåáðó, íàçûâàåìóþ àëãåáðîé âûñêàçûâàíèé. Äðóãèìè ïðèìåðàìè áóëåâûõ
àëãåáð ÿâëÿþòñÿ àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ äàííîãî ìíîæåñòâà ñ îïåðàöèÿìè ïåðåñå÷åíèÿ,
îáúåäèíåíèÿ è äîïîëíåíèÿ è àëãåáðà ñîáûòèé â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñ îïåðàöèÿìè
óìíîæåíèÿ, ñëîæåíèÿ ñîáûòèé è ïåðåõîäà ê ïðîòèâîïîëîæíîìó ñîáûòèþ. Çàìåòèì,
÷òî ñâîéñòâà 1 - 13 ñîõðàíÿþòñÿ, åñëè êîíüþíêöèþ è äèçüþíêöèþ ïîìåíÿòü ìåñòàìè.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè íàáîð ðàâåíñòâ 1-13 ìîæíî äîïîëíèòü. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî
äàòü äâà íîâûõ îïðåäåëåíèÿ. Ëîãè÷åñêóþ ôîðìóëó áóäåì íàçûâàòü òîæäåñòâåííî
ëîæíîé, åñëè îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå �ëîæü� ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ âõîäÿùèõ â
íåå ïåðåìåííûõ. Ëîãè÷åñêóþ ôîðìóëó áóäåì íàçûâàòü òîæäåñòâåííî èñòèííîé
èëè òàâòîëîãèåé, åñëè îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå �èñòèíà� ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ
âõîäÿùèõ â íåå ïåðåìåííûõ. Â êà÷åñòâå îáùåãî îáîçíà÷åíèÿ äëÿ òîæäåñòâåííî
èñòèííûõ ôîðìóë áóäåì èñïîëüçîâàòü áóêâó T, äëÿ òîæäåñòâåííî ëîæíûõ ôîðìóë
� áóêâó F.

Äëÿ ëþáîãî âûñêàçûâàíèÿ A cïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà :

14) A ∨ T = T,

15) A&T = A,

16) A ∨ F = A,

17) A&F = F ,

18) A ∨ A = T,

19) A&A = F ,

20) T = F .

Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèâåñòè äðóãîå ðåøåíèå çàäà÷è î êîìèññàðå Ìåãðý. Íåîáõîäèìî
ïîêàçàòü, ÷òî èç èñòèííîñòè âûñêàçûâàíèéX, Y, Z, T ñëåäóåò èñòèííîñòü âûñêàçûâàíèÿ
B. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîæäåñòâåííîé èñòèííîñòè âûñêàçûâàíèÿ

V = (X&Y&Z&T )→ B

Ìû äîêàæåì òîæäåñòâåííóþ ëîæíîñòü V , èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà 1 - 20 è ðàâåíñòâî

21) A→ B = A ∨B

ñâîäÿùåå èìïëèêàöèþ ê äèçüþíêöèè è îòðèöàíèþ. Â ñêîáêàõ, êàê îáû÷íî,
óêàçûâàåì âñå èñïîëüçóåìûå òîæäåñòâà, çà èñêëþ÷åíèåì êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè.
Çàìåòèì, ÷òî îòñóòñòâèå ñêîáîê â �äëèííûõ"äèçúþíêöèÿõ èëè êîíúþíêöèÿõ îñíîâàíî
íà àññîöèàòèâíîñòè.
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Óïðîñòèì ñíà÷àëà ïðîèçâåäåíèå X&Y&Z.

X&Y&Z = (21) = (A ∨B ∨ C)&(B ∨ (A&D))&(D ∨B ∨ C) = (6) =

= B ∨ ((A ∨ C)&A&D&(D ∨ C)) = (10) = B ∨ (C&A&D)

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü òàêæå ñëåäóþùèìè âûêëàäêàìè:

(A ∨ C)&A = (5) = (A&A) ∨ (C&A) = (19)

= F ∨ (C&A) = (16) = C&A

Äàëåå ïîëó÷àåì

V = (21) = X&Y&Z&T ∨B = (11, 13) = X&Y&Z&T&B = (11, 13)

= (B ∨ (C&A&D))&(A ∨ C)&B = (5, 19, 16) =

= C&A&D&B&(A ∨ C) = (5)

= (C&A&D&B&A) ∨ (C&A&D&B&C) = (19, 17) = F ∨ F = (16) = F

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Çàèíòåðåñîâàâøåìóñÿ ÷èòàòåëþ ìîæåì ïîñîâåòîâàòü êíèãó Áèðêãîôà è Áàðòè

�Ñîâðåìåííàÿ ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà èçäàííóþ â Ìîñêâå â 1976 ãîäó èçäàòåëüñòâîì
�Ìèð".
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